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RESUMO 
Este trabalho constitui-se basicamente da ve-
rificação experimental da teoria existente sobre vibração paramêtrica de 
uma viga sujeita a uma carga axial de compressao P, menor que a carga cri 
tica de flambagem, e por um momento torçor periÕdico aplicado em uma de 
suas extremidades, da forma T = T
0 
+ T1 cos n t, sendo os parâmetros T0 , 
T1 e íl independentes entre si. 
As regiões de instabilidade elastodinâmica, 
levantadas experimentalmente para diversos valores da carga de compressão, 
e com as condições de vinculo bi-engastada ã flexão e engastada ã torção 
são comparadas com os resultados teõricos. 
iv 
ABSTRACT 
This thesis is an experimental investigation 
of parametric resonance of a bar subjected to an axial compressive force 
P, smaller than the buckling load and to an oscillating torque of the 
type T = T
0 
+ T1 cos n t, where T0 , T1 e n are independent 
meters. 
para-
The regions of elastodynamic instability are 
determined experimentally for a bar fixed in flexure at both ends and 
fixed-free in torsion, for various values of the axial compression. 
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O fenômeno de ressonância paramétrica foi ob-
servado pela primeira vez por MELDE em 1859. Este observou que, uma mola' 
helicoidal fixa em uma de suas extremidades, quando era excitada axialmente, 
por um diapasão na outra extremidade, ocorria, em certas frequências, além 
das vibrações axiais esperadas outras transversais. 
RAYLEIGH ( 1883 - 1887) deu a primeira ex-
plicação teõrica sobre o problema e realizou outras experiências que permi -
tiram distinguir claramente as vibrações paramêtricas das vibrações forçadas. 
Em 1924 BELIAEV publicou um artigo que anali-
za a resposta paramétrica de uma coluna bi-engastada sob ação de um carrega-
mento axial pulsante ( dependente do tempo), reduzindo as equaçoes de movi 
mento ãs equações de MATHIEU-HILL, e determinando as contornos das princi-
pais regiões de instabilidade. KRYLOV e BOGOLIUBOV voltaram ao problema 
e examinaram o caso de condições de vínculo arbitrârias. 
Posteriormente, na década de 1940, trabalhos ' 
experimentais realizados por BOLOTIN, UTIDA - SEZAWA e SOMERSET, verifica-
ram que a coluna descrita por BELIAEV podia ser analizada pela investigação' 
de instabilidade das soluções de sua equação. Estes foram os primeiros tra-
balhos não russos sobre o tema. 
A seguir, podem ainda ser citadas as contri-
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buições ao tema dadas por HSU, EVAN - IWANOWSKI e METTLER. 
HSU(i) analisa teoricamente o caso de um sis-
tema dinâmico com múltiplos graus de liberdade sob ação de uma excitação p~ 
ramétrica. Em seu artigo uma anâlise em primeira aproximação é desenvolvida 
e os critérios de instabilidades são deduzidos explicitamente. 
Trabalhos experimentais e teõricos sobre ins-
tabilidade dinâmica de colunas elâsticas foram desenvolvidos por SOMERSET 
e EVAN - IWANOWSKI( 2 ). Estes investigaram a instabilidade paramétrica de 
colunas sujeitas a uma carga axial da forma P = P
0 
+ P1 cos íl t, onde, 
P
0
, P1 e n são parâmetros independentes. As regiões do parâmetro espacial ' 
( P
0
, P1, n ), nas quais a coluna, com e sem amortecimento, e ou não instã-
vel, foram estabelecidas experimentalmente chegando-se a resultados concor-
dantes com os previstos pela teoria. 
Dentre os trabalhos realizados em nosso pais 
podem ser destacados os de autoria de HAGEDORN( 3 ), HAGEDORN & KOVAL( 4 ) e 
LARANGEIRA(s). 
LARANGEIRA analisou a instabilidade elasto-
dinâmica de uma viga, sob vârias condições de vinculação, sujeita axialmen-
te a uma força de compressão P, menor que a critica de flambagem, e a um 
momento torçor periÕdico,da forma T = T
0 
+ T1 cos n t, em uma de suas ex -
tremidades. 
As equaçoes de movimento da viga mostrada na 
figura ( 1.1 ) foram estabelecidas pelo Principio de Hamilton, integradas 
pelo método de Galerkin, resultando em sistemas deequações diferenciais 
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Fig. 1.1 
de Mathieu-Hill, em tennos de coordenadas generalizadas, dadas na fonna ge-
ra 1 por: 
sendo: 
m 
L Frp q2P(t) = O p=l 
r = 1, 2, ••• 
r = 1, 2, ... 
(1. l) 
(1.2) 
q1r(t) - coordenadas generalizadas associadas aos modos de ordem r 
das vibrações flexionais da viga no plano XV; 
q2r(t) - idem acima, no plano XZ; 
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w - frequência natural do modo de ordem r das vibrações fle-lr 
xionais da viga no plano XV; 
w2r - idem acima, no plano XZ; 
íl - frequência de excitação; 
E - parâmetro pequeno, proporcional ao momento torçor T1; 
F rp - parâmetro expresso em termos de r, p ( ordem dos modos ) e 
de v; 
" - auto-valor associado ãs vibrações torcionais da viga. 
Para o caso particular de viga bi-engastada ã 
flexão e engastada ã torção os termos das equações ( 1.1 ) e ( 1.2) sao 
dados por: 
( 1. 3) 
( 1. 4) 
= 8 112 TJ 
E mL 3 ( 1. 5) 
(sec L-1) P (vL) - 121r p ~p +r ) (vL) + l61r p (~ -r ) 
[
2 4 2222 2 4422] 
" 4 2 2 2 42 2' (vL) - 81r (p +r ) (vL) + 1611 (p -r ) 




íl ( 1. 7) 
c 
c=~ (1.8) 
k - coeficiente dependente da forma da secção ( ver TIMOSHENKO & 
GOODIER(s), pãg. 277, e apêndice VII ). 
m - massa por unidade comprimento. 
p - massa específica do material da viga. 
A solução trivial do sistema de equações 
( 1.1 ) e ( 1.2) é instãvel se íl se situa na vizinhança de certas frequên-
cias críticas, dadas por: 
íl = o r I p 
s=l,2, ... 
(1 .9) 
quando se diz ocorrer ressonância paramétrica corrbinatõria, também denomina-
da ressonância paramétrica de segunda espêcie. 
Logo as regiões de instabilidade elastodinâmi-
ca ( RIED) desta viga no plano e vs. íl são delimitadas pelas frequên-
cias de ressonância combinatória, sendo: 
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ílRo - valor para E = O. 
ºRE - valores que delimitam as regiões de instabilidade da viga ã 
esquerda. 
ºRD - idem acima, ã direita. 
Assim tem-se, ( ver figura ( 1.2) ): 
ílRO = wl r + w2p se F rp Fpr > o (1. 10) 
ou 
ºRO = lwl r - w2p 1 se Frp F < O pr (1.11) 
e 








De (1.7), (1.10), (1.11) 
11






A anãlise desenvolvida teoricamente sõ é vãli-
da para valores pequenos do parâmetro E ( O < E « 1 ), ou seja, para pe-
quenos valores do momento torçor axial. 
Pode-se concluir ainda que, da expressão de' 
F rp dada por ( 1. 6 ) , quando vL tende aos va 1 ores [ (2n-l) "2'] , n= 1 ,2, ••• , 
Frp cresce sem limites. Nestes casos as regiões de instabilidade são amplia-
das. 
Assim, de ( 1.15) tem-se: 
Jw1r± w2pj L = (2n - 1) .! (1.16) 
e 2 
Então, como pode ser visto na expressão ante-
rior, os comprimentos que se situam nos entornos de L fornecem regiões de 
instabilidade amplas. Estes comprimentos, denominados comprimentos críti -
cose representados por LCR' são dados portanto por: 
8 
LCR 
(n - 0,5) ir c n 1 , 2, ..• (1.17) = ' = 
ílRO 
sendo: 
ílRO = "'lr + "'2p para F rp F > O pr 
e 
ílRO = l"'lr - "'2pl para F rp Fpr < o 
* * * 
Esta tese é uma verificação experimental de um 
dos modelos teõricos analisados por LARANGEIRA. Especificamente são levanta-
dos, através de um modelo experimental, as regiões de instabilidade elastodi-
nãmicas de uma barra bi-engastada ã flexão e engastada ã torção, comprimida e 




O programa para computador IBM 1130/32K dese~ 
volvido por LARANGEIRA (s) , modificado afim de reduzir o tempo de computa-
çao, foi utilizado para a determinação das dimensões e proporções fisicas da 
viga a ser usada na experiência. Diversas tentativas foram necessãrias para 
se chegar âs dimensões compativeis com a capacidade de usinagem da oficina 
mecânica da COPPE, com as dimensões da mesa de testes do laboratõrio de vi-
brações na qual seria montada a experiência, e com as limitações impos-
tas pela instrumentação. 
2.1 - VIGA DE TESTES 
Os requisitos para se obter uma viga com res-
sonância paramétrica nas faixas de frequênciascompativeis com a instrumen-
tação são: massa por unidade de comprimento grande, comprimento da viga ele-
vado, e secção transversal com momentos principais de inércia diferentes. 
Devido a facilidade de construção foi escolhi-
da uma secção transversal da forma retangular, e tomou-se por ponto de parti 
da uma régua de aço inoxidâvel com as dimensões de 1 metro de comprimento, 
40mm de largura e 1,3mm de espessura, a qual seria usinada até âs dimen-
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soes determinadas pelo resultado da programaçao. Afim de se manter as qua-
lidades de alinhamento, a largura da régua foi reduzida por fresagem e reti 
ficação ãs dimensões desejadas ( L = 997mm, b = 1,30mm ). 
As condições de vinculação da viga que mais 
se adaptavam as limitações da experiência foram bi-engastamentoã flexão 
e engastamento ã torção. O engastamento ã flexão e ã torção na extremidade' 
fixa da viga foi feito por meio da pinça mostrada na figura ( 2.1 ). O sis-
tema foi idealizado desta forma de modo a possibilitar mudança de vincula -
ção de engaste ã flexão para articulação simples através da pinça, mostrada 
no detalhe ( b) da figura ( 2. l ). A vinculação na extremidade mõvel da vi 
ga, engastamento ã flexão e liberdade ã torção, foi realizado por meio de 
2 rolamentos de esferas autocompensadores, conforme a figura ( 2.2 ). A 
transição da viga retangular para o eixo circular suscitou problemas de a-
linhamento e de acréscimo de massa. 
A solução para a montagem, com as melhores 
condições de alinhamento, foi adaptar a viga ã ranhura do eixo, no local 
da experiência, apõs prévio alinhamento do conjunto e a devida fixação das 
partes com adesivo epoxi. 
Tendo em mente o objetivo de não acrescentar 
massas significativas ã viga, o rolamento de esferas autocompensador esco-
lhido foi o menor possivel, de fabricação SKF, nQ 135, com as dimensões 
principais dadas na figura ( 2.2 ), e ainda, acoplou-se de um lado da vi-
ga, na sua extensão, um eixo cilindrico com o diãmetro o1 igual ao diâ-
metro interno do rolamento e com a tolerãncia devida especificada pelo fa-
bricante ( h5 ), possuindo ainda, o eixo, na extremidade presa a viga, um 


















aumento de diâmetro para proteger deslocamentos longitudinais da viga quan-
do da compressão da mesma, e, na extremidade oposta, um braço de alavanca , 
de pequena massa, para permitir a excitação torcional. 
A ligação dos vínculos da viga ã mesa de tes-
tes foi feita através de 2 colunas com bases, fotos ( l ) e ( 2 ), maciças 
de grande rigidez. 
A mesa de testes consiste de um banco Õtico 
pesando aproximadamente 200Kg, isolado elasticamente, como mostram as fotos 
{l)e(2). 
2.2 - DISPOSITIVO DE COMPRESSÃO 
Afim de produzir uma compressão axial na viga, 
o que influencia na ressonância paramétrica, foi feita a montagem mostrada' 
na figura ( 2.3 ). A viga (3) ê comprimida pelo deslizamento da pinça ( 4) 
ao longo do sulco da coluna ( 2 ), deslizamento este provocado pela força P 
originada da flexão da lâmina ( 5) causada pelo deslocamento do micrõme -
tro ( 8 ); a outra extremidade da lâmina ê presa no dispositivo ( 6) que 
simula apoio a flexão. O sistema pode ser visto ainda na foto ( 6 ). 
O cálculo da força de compressão P, função do 
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2.3 - SISTEMA DE EXCITAÇÃO 
2.3.l - TRANSDUTOR ELETRODINÃMICO 
Para excitação da viga a torção foi utilizado 
um Transdutor Eletrodinâmico, marca Philips, modelo PR9261. As vantagens 
principais deste excitador são a possibilidade de controlar a força de exci-
tação, a capacidade de geração de força nos níveis necessários ã experiência 
e a massa da parte mõvel de somente 10 gramas. 
O transdutor Philips atua por contato e, para 
tal, hã necessidade de se exercer uma força estática de 850 gramas. O dispo-
sitivo esquematizado na figura ( 2.4 ), e mostrado na foto ( 5 ), foi usado 
para compensar esta força estática, permitindo ainda o controle sobre o mo-
mento torçor estático na viga. Consiste basicamente de uma contra-mola com 
um batente, ajustável por meio de um parafuso de rosca fina, com a extremi-
dade torneada para se ajustar ã contra-mola. 
O Ünico efeito desta contra-mola sobre o siste 
ma foi o aumento da rigidez geral da suspensão do excitador. As frequências 
naturais do sistema excitador - contra-mola - suportes foram determinadas ' 
experimentalmente, e o assunto serã discutido com mais detalhes posteriormeº 
te. 
Embora o controle da força de excitação produ-
zida por este transdutor possa ser feito pela sensibilidade do excitador for 
necida pelo fabricante ( 2,84 gramas/ miliAmperes ) usou-se, como elemento 
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FIG. 2.4 
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entre a ponta do excitador Philips e o braço de alavança do eixo da viga 
( fig. 2.4 ). Um disco de metal de pequena espessura (0,4mm ), interme-
diário ã ponta do excitador e ao transdutor cerámico, distribui de uma ma -
neira mais uniforme a força excitadora. 
A cerãmica piezo-elêtrica usada foi um disco 
com diâmetro de 1/2" e espessura de 1/4" , marca Clevite, tipo PZT5, e~ 
colhido por sua alta sensibilidade e resposta plana em frequência na faixa 
utilizada no ensaio, 50 a 5000hz, muito abaixo de sua 1ª frequência na-
tural ( 150 Khz ). Os cálculos de determinação de sua sensibilidade dinâ-
mica são apresentados no apêndice III. A razão de se utilizar este trans-
dutor cerâmico foi a sua compatibilidade com o Controlador Automático de 
Excitação de Vibração, marca B&K, tipo 1025. A voltagem, gerada pela for 
ça dinâmica através da cerâmica, foi usada na realimentação do Controlador' 
Automático, possibilitando assim, uma varredura continua de frequências com 
a manutenção de uma força dinâmica de excitação em nivel constante. 
A captação da força pelo disco piezo-elêtrico, 
no ponto de excitação da viga, assegura que realmente se está mantendo cons 
tante a força de excitação durante a varredura em frequência, independente-
mente da variação de impedância mecânica do excitador. 
Maiores detalhes da instrumentação são forne-
cidos no capitulo IV , e a conversão da sensibilidade dinâmica para adaptª 
ção ao controlador ê apresentada no apêndice IV. 
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2.3.2 - TRANSDUTOR MAGNtTICO 
Inicialmente, tendo em mente o objetivo de prQ 
duzir uma excitação com o mínimo de acréscimo de massas, cogitou-se da utili 
zação de um Transdutor Magnêtico, marca B&K, tipo MM 0002, como excitado~ 
Tal solução não pode ser utilizada, no entan-
to, devido a pequena força de excitação disponível, além de sua dependência' 
da distância do entreferro, que apresentava grandes variações causadas pe-
la flexibilidade do sistema. 
Outra dificuldade foi de converter diretamen-
te em voltagem, e manter constante por realimentação do oscilador, a força 
de excitação durante uma varredura em frequência. 
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CAPTTULO III 
MrT°OVOS VE LEITURA 
Diversos métodos de leitura foram testados pa-
ra a determinação das frequências de ressonância, e, principalmente, para a 
discriminação entre ressonâncias torcionais e as ressonâncias paramêtricas' 
de flexão. A preocupação maior, na escolha nos diversos mêtodos, foi a nao 
inclusão de massas considerâveis estranhas ao sistema. 
3.1 - ILUMINAÇÃO ESTROBOSCÕPICA 
O primeiro mêtodo usado consistiu em iluminar' 
a viga com uma Lâmpada Estroboscõpica, marca General Radio, modelo 1531, e 
medir a deflexão desta por meio de um Catetõmetro especial para medida de de 
flexões de modelo reduzido. 
Foi nitidamente observãvel a primeira ressonan 
eia paramétrica em torno de 300 hz, 
te a um momento torçor dinâmico de 
aproximadamente igual a 3 s - 2 ) . 
com a deflexão de 0,48mm, corresponden-
-4 -5,4 x 10 mKgf ( valor do parametro e 
A frequência limite superior do estroboscõpio, 
aproximadamente 417 cps., e a redução das deflexões com o aumento da fre-
quência, impossibilitaram a observação das ressonâncias superiores . 
• 
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3.2 - TRANSDUTOR CAPACITIVO 
O Transdutor Capacitivo, marca B&K, tipo 
MM0004, foi utilizado, conforme o diagrama da figura ( 3. 1 ). Os resulta-
dos obtidos por este método não foram conclusivos, apesar da alta sensibili 
fade do transdutor usado, por não possibilitar diferenciação entre ressonan 
cias torcionais e ressonâncias paramétricas flexionais. 
3.3 - SISTEMA ÕTICO 
Este sistema, esquematizado na figura ( 3.2 ), 
tem como elementos principais a fonte de luz concentrada, duas lentes con-
vergentes, uma fresta ajustãvel e um anteparo. Como fonte de luz foram usa-
dos, sucessivamente, um projetor de slides projetando a imagem de uma pla-
ca com um furo de 1mm de diâmetro, uma Lâmpada Estroboscôpica, e finalmen-
te uma lâmpada de vapor de mercúrio. 
Na figura ( 3.2) a imagem do ponto luminoso 
ou fresta ( 3) é refletida na viga e focalizada no anteparo ( 4 ). A um 
deslocamento da viga em baixa frequéncia corresponde um deslocamento amplia 
do da imagem projetada; deslocamentos em frequências mais altas produzem 
uma elongação da imagem do ponto luminoso. 
Pode-se observar com este sistema uma perfei-
ta distinção entre as vibrações ressonantes flexionais e torcionais, e sem-
pre que a frequência de excitação se aproximava de uma ressonância paramé-
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ção ( deslocamento vertical do ponto luminoso), transformando-se gradativ~ 
mente em flexão ( deslocamento horizontal ), como mostra a figura ( 3.3 ). 
Este fenômeno pôde ser visto com nitidez na 
primeira ressonância paramêtrica ( e 300 hz ), porem na segunda ressonân 
eia, quase não se notou a diferença entre flexão e torção. Isto devido a 
redução de amplitude com elevação da frequência, tornando piores as condi -
ções de observação. 
Com o uso da lâmpada estroboscÕpica houve uma 
pequena melhora, mas ainda insuficiente para as frequências mais altas, de-
vido ã limitação de frequência de disparo do estroboscõpio. A lâmpada de v~ 
por de mercúrio não trouxe outros resultados, apenas tornando mais nitida 
a imagem em frequências baixas, menores que 500 hz. 
Posteriormente, com uma diminuição da amplit~ 
de de excitação torcional, foi passive] reduzir a torção que precedia a fle 
xão em ressonâncias paramêtricas. 
Este processo Õtico embora sõ desse bons re -
sultados em frequências relativamente baixas para a experiência, foi o que 
proporcionou a visualização mais perfeita do fenômeno de ressonâncias para-
métricas. Serviu como base de aferição para o mêtodo descrito a seguir no 
item ( 3.4 ), que provou ser aplicãvel tambêm ãs frequências mais altas. 
3.4 - TRANSDUTOR DE CRISTAL DE QUARTZO 
Uma cãpsula de toca discos de cristal de 
Z3 
1 o . . . 
TORÇÃO PURA TORÇÃO CCN FLEXÃO 
TORÇÃO E FLEXÃO 
FLEXÃO COM TORÇÃO FLEXÃO PURA 
FIG. 3.3 
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quartzo piezo-elétrico, com uma agulha de costura em contato com a viga, foi 
o método de medição que apresentou melhores resultados. Um esquema deste si~ 
tema é mostrado na figura ( 3.4 ). 
A figura ( 3.5) mostra em detalhes o suporte 
da cãpsula piezo-elétrica. Como se pode ver no desenho, o dispositivo permi 
te variação da altura da cãpsula, possibilitando medições na linha média e 
na extremidade da viga. 
A agulha em contato com a viga recebe o sinal 
de vibração da mesma transmitindo-oaocristal, sendo amplificado em seguida,e 
mostrado em osciloscõpio. 
Nas ressonâncias ã torção as amplitudes de de~ 
locamento medidas na linha média da face mais larga da barra apresentam va-
lores despreziveis, enquanto que prõximo ãs bordas desta face ocorre o mãxi-
mo de amplitude de vibração. 
Nas vibrações fletoras a amplitude é constante 
ao longo da dimensão maior de uma secção transversal. Assim, comparando - se 
leituras de deflexão na linha média e na borda da face maior de uma secçao 
transversal, pode-se distinguir se uma ressonância é de carãter torcional ou 
flexional. 
Os quatro primeiros modos de vibração ã fle-
são da viga foram determinados teoricamente ( ver, por exemplo, HARRIS E CR~ 
DE(
16
l), e são mostrados na figura ( 3.6 ). Em vista disto as secções trans-
versais escolhidas para tomada de medidas foram de 183mm e 500mm a partir de 
um dos apoios, evitando assim que as medidas fossem feitas em um nõ de vi-
25 
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Os nõs de vibração torcional não foram pesqui-
. . 




4.1 - APARELHAGEM USADA 
A aparelhagem utilizada no ensaio experimental 
ê mostrada na foto ( 3 ), e os diagramas de blocos correspondentes são apre-
sentados nas figuras ( 4.1 ) e ( 4.2 ). 
Com a finalidade de facilitar a anãlise e com-
paração dos resultados, foi estabelecida uma sistemâtica experimental, manti 
da durante todo o transcorrer dos ensaios. Desta maneira ficaria assegurada' 
uma coerência interna no método experimental. 
4.2 - CALIBRAÇÃO DO SISTEMA 
Inicialmente foi feita a calibração da apa-
relhagem eletrônica do circuito de excitação, de acordo com a sensibilidade' 
do transdutor piezo-elêtrico de força usado na realimentação, sensibilidade' 
esta determinada conforme exposto no apêndice III. 
A calibração do sistema mecânico de excitação 
foi feita com o propôsito de se determinar as frequências de ressonâncias do 
conjunto excitador e sua base, transdutor piezo-elêtrico, contra-mola e su-
portes e ainda alavanca de torção sem a viga. Os grãficos-resposta resultan-
~ 
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1 - CONTROLADOR AUTOMÃTICO DE EXCITAÇÃO DE VIBRAÇÃO 
MARCA B&K, Modelo 1025 
2 - VOLT!METRO, MARCA Hewlett-Packard, Modelo 400L 
3 - EXCITADOR ELETRODINÃMICO, MARCA Philips, Modelo PR9261 
4 - TRANSDUTOR PIEZO-EltTRICO, MARCA Clevite, tipo PZTS, 
disco cerâmico. 
5 - PRt-AMPLIFICADOR DE ACELERÕMETRO, MARCA B&K, Modelo 2622. 
Fig. 4.1 
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CIRCUITO DE MEDIÇ~O 
1 
/ 




1 - AGULHA DE COSTURA 
2 - TRANSDUTOR DE CRISTAL PIEZO-ELfTRICO 
3 - MEDIDOR AMPLIFICADOR, MARCA B&K, Modelo 2606 
4 - FILTRO, MARCA Krohn-Hite, Modelo 3202 
s - OSCILOSCÕPIO, MARCA Tektronix, Modelo 564 8, 
com os seguintes "plug-in": 
- AMPLIFICADOR DE TRAÇO, Modelo 3A6 
- BASE DE TEMPO, Modelo 383 





tes ( SIJ ) são apresentados na figura ( 4.3.a ). 
Outra calibração se fez necessária a seguir: o 
levantamento das frequências naturais de vibração flexional da viga, com a 
finalidade de se estimar as propriedades elásticas dos engastamentos ã fle-
xão. Isto foi feito excitando-se a viga no ponto distante 60mm do engaste e 
captando-se as vibrações com a agulha e cristal em um ponto ã 814mm do mesmo 
engaste ( Gráficos FNVFIJ e FNIJ , figura 4.3.b e 4.3.c ), Nesta medição 
foram usadas duas sensibilidades diferentes no registrador de nível. 
4.3 - OBTENÇÃO DOS GRÃFICOS RESPOSTA 
A seguir ajustou-se a altura da cápsula de me 
dição para que a agulha tocasse a viga em sua linha média nas posições dos 
ventres dos modos de vibração flexional, conforme explicado no parágrafo 
( 3.4) do capitulo anterior e mostrado na foto ( 7 ). 
A força axial de compressão da barra é dada 
pela ajustagem do micrõmetro ( 8 ), figura ( 2.3 ), de acordo com o apêndice 
I, e uma vez atingido o valor desejado da força são fixados os parafusos 
( 9) da coluna suporte. 
A ajustagem do controlador automático de exci-
tação consiste na escolha das frequências limites inferior e superior de 
varredura, da velocidade de varredura e da calibração do sistema de realimen 
. . 
tação para manutenção da força constante a ser mantida no ponto de excitação 
da viga. 
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FIG. 4.3 - FAIXAS DE RESSONÂNCIA SISTEMA DE EXCITAÇÃO E BARRA EXCITADA ~ FLEXÃO. 
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No circuito de medição introduziu-se um filtro 
. . 
eletrônico para a eliminação de ruídos estranhos ã experiência. Foi feita a 
ajustagem de ganho do amplificador de medida. 
Iniciando-se o ensaio propriamente dito, li-
gou-se, simultaneamente, a varredura de frequência no controlador automãtico 
de vibração e o deslocamento do papel no gravador de nível. O registro da 
correspondência da posição da pena no papel e a frequência de excitação foi 
feita manualmente usando um marcador de eventos no registrador, por observa-
ção visual da escala de frequências do oscilador. Desta forma a frequência ' 
de excitação foi variada de 100 a 5000 hz, obtendo-se assim o primeiro grãfi 
co resposta em experiência. 
Apõs o registro das respostas do sistema para 
diversas forças de excitação, modificou-se o valor da força de compressão na 
viga e foram repetidos os ensaios anteriores até se obter todos os grãficos-
resposta medidos com a agulha na posição em questão. ( Grãficos FIJ da ta-
bela 4.1 ). 
A segunda fase da experiência consistiu em po-
sicionar a agulha da cãpsula de cristal na borda da face maior da secção 
transversal da viga e refazer toda a marcha anterior. ( Grãficos TIJ, tabela 
4. 2 ) • 
Em outra fase da experiência repetiu-se algu -
mas das experiências descritas com um valor diferente do momento ton;or est~ 
tice T
0
• ( Grãficos FoIJ e ToIJ, tabela., 4.5 ). 
Concluindo o levantamento de grãficos respos-
35 
ta repetiu-se algumas das condições anteriores e recebeu-se o sinal com a . . . . 
agulha num ponto situado no meio do vão entre os dois suportes de engaste. 
( Gráficos F*IJ e T*IJ, tabela 4.6· ). · 
As tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 a-
presentam a sêrie de grãficos e as condições nas quais os mesmos foram obti 
dos. 
TABELA 4.1 - GRÃFICOS RESPOSTA COM AGULHA NO MEIO 
Força de 
compressão !Kgfl 
· Força de 
excitaçao ll0-2NI Grã fico Resposta 
l Fll 
2 Fl2 










1,0 3 F33 
5 F34 
7 F35 . 
' 
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TABELA 4.2 - GRÃFICOS RESPOSTA COM AGULHA NA BORDA 
Força de 
compressão IKgfl 
Força de _ 
excitaçao 110 2NI Grâfico Resposta 
1 Tll 
2 T12 










1 ,O 3 T33 
5 T34 
7 T35 
TABELA 4.3 -. GRÃFICOS RESPOSTA DO SISTEMA EXCITADOR - CONTRA MOLA - SUPORTES 
Força de 
compressão IKgfl 
Força de _2 exci taçao 11 O N 1 Grâfico Resposta 
o 3 Sl3 
o 7 SlS 
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compressão Kgf 1 
For~a de _ 
excitaçao 110 2NI Grãfico Resposta 
o 3 FNVF13 
o 7 FNVFl 5 
o 3 FN13 * 
o 7 FN15 * 
(*) Sensibilidade de recepção diferente dos grãficos respostas FNVF13 e 
FNVF15. 
TABELA 4.5 - GRÃFICOS RESPOSTA· COM MOMENTO TORÇOR INICIAL ESTÃTICO DIFEREN-




excitaçao ll0-2NI Grãfico Resposta 
o 3 Fol3 
o 7 Fol5 
o 3 Tol3 
o 7 Tol5 
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TABELA 4.6 - GRÃFICOS RESPOSTA COM MEDIÇÃO NO MEIO DO VÃO DA VIGA. 
Força de 
compressão IKgfl 
For5:a de _ 
exci taçao l 10 2N 1 Grã fi co Resposta 
o 3 F*l3 
o 7 F*l5 
o 3 T*l3 
o 7 T*l5 
• 
r apresentado a seguir, o relacionamento entre as tabe-
las anteriores e os gráficos correspondentes. 
TABELAS GRÃFICOS DAS FIGURAS PÃGINAS 
4. 1 5.4, 5.5, 5.6 53, 54, 55 
4.2 5. 4, 5.5, 5.6 · 53, 54, 55 
4.3 4.3.a 33 
4.4 4.3.b e c 33 
4.5 5.7 56 




Neste capítulo são apresentados os resultados 
teõricos e experimentais do problema em questão que culminam na determina-
çqo das regiões de instabilidade elastodinâmicas de uma viga, bi-engastada' 
ã flexão e engastada ã torção, sujeita axialmente a uma força de compressão 
P e a um momento torçor periÕdico da forma T = T0 + T1 cos íl t. 
5.1 - RESULTADOS TEÕRICDS 
Foram consideradas apenas as regiões de insta 
bilidade correspondentes ao primeiro e segundo modos das vibrações flexio -
nais da viga, determinadas com a utilização do programa para computador de 
LARANGEIRA( 5l, conforme exposto no capítulo I. 
Inicialmente determinou-se os comprimentos 
críticos, anteriormente pesquisados para a viga·, através do Programa CCVl, 
apresentado nas pãginas 41 a 44. 
A seguir, com o valor do comprimento crítico, 
as regiões de instabilidade elastodinâmicas da viga foram estabelecidas pe-
lo Programa RIED1, apresentado nas pãginas 45 a 49. 
Com os resultados deste ultimo programa foi 
40 
possível traçar os grâficos e: vs. n das figuras ( 5.1 ) , ( 5.2 ) e ( 5.3 ). 
A correspondência entre os símbolos usados na 
programação ê mostrada a seguir: 
No Programa RIEDl 
L HL 
pcrit - PCRIT 
r I(e M ou N) 
p J(e N ou M) 
vl ARGfll ( I ,J) 




nRO VERT(I ,J) 







(n-0 ,5 ),r - RESfllN 
y(LcR) y (I ,J) 
y' (LCR) DERY(I,J) 
PAGE 1 RENY15C9 
// JOB T OOFF lOFF 
LDG DRIVE CART SPEC CART AVAIL 
0000 OOFF OOFF 
0001 lOFF lOFF 
1E34 
V2 M09 ACTUAL 32K CONFIG 32K 
// FOR 
*LIST SOURCE PRDGRAM 









C PROGRAMA CCVl 
C DETERMINACAO DOS COMPRIMENTOS CRITICOS DA VIGA 





1 FORMAT(lHl,////,lOX,'COMPRIMENTDS CRITICOS PARA A VIGA', 
(8001,21 
l //,lOX,'81-ENGASTADA A FLEXAO - ENGASTADA A TORCAO') 
PY=.3.141592 
PY2=2.*PY 
C DADOS PRINCIPAIS 


















3 FORMAT(///,lOX,'***** SECCAO TRANSVERSAL*****',//, 
1 lOX,'XH=',F7.5,3X,'XB=',F7,5,3X, 1 P= 1 ,F8.51 











7 00 50 J=l,2 
























































PAGE 3 RENY15C9 

























WRITEt5,48l 1,J,MULT,VERTI I,JJ.HLCR 
48 FORMATI//, 5X,'I=',Il,4X, 1 J= 1 ,I1,4X,'MULT=',1l,4X, 
l 'VERTII,Jl= 1 ,F9.2,4X, 1 HLCR= 1 ,F9.7l 
50 CONTINUE 





CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 
END OF COMPILATION 
// XEQ 







COMPRIMENTOS CRITICOS PARA A VIGA 
BI-ENGASTADA A FLEXAO - ENGASTADA A TORCAO 
***** SECCAO TRANSVERSAL***** 
XH=0.00130 XB=0.01200 P= 1.00000 
J=2 MULT=l VERTtI.JI= 2802.51 
J=2 MULT=l VERT(I,JI= 2801.53 
J=2 MULT=l VERTC I,J I= 2800.68 
J=2 MULT=l VERTII,JI= 2800.42 






----- ----------- - --------------·-------· - -------------- --- --- . 
***** SECCAO TRANSVERSAL ***** 
XH=0.00130 XB=0.01200 P= 2.00000 
PCRIT= 1.9763 
PAGE l RENY15C9 











V2 M09 ACTUAL 32K CONFIG 32K 
// FORTRAN 
*LIST SOURCE PROGRAM 









C PROGRAMA RIEDl 
( 8001 · 
C DETERMINACAO DAS REGIOES DE INSTABILIDADE ELASTICA DA VIGA 
C 81-ENGASTADA A FLEXAO - ENGASTADA A TORCAO 
e ******************************************************** 
OIMENSION FNVT1121,FNVT212J,VERT(8,81, ARGDl8,8l, 




C DADOS PRINCIPAIS 














DK=XE*X I 2/XM 









5 FORMATl1Hl,///,l1X,'REGI0ES DE INSTABILIDADE ELASTICA DA', 
1 lX,'VIGA',/,llX,'BI-ENGASTADA A FLEXAO -•, 
2 lX,'ENGASTADA A TORCAO',//, 
3 11X,'HL=',F9.7,9X,'P=',F7.21 
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PAGE 2 RENY15C9 
L=l 
7 DO 40 J=l,2 
DO 40 l=l,2 
FNVTllll=SQRTIBK*IPY2*1/HL1**4-CK*P*IPY2*1/HLl**2l 
FNVT2(J)=SQRTIDK*IPY2*J/Hll**4-CK*P*IPY2*J/Hll**2) 






















20 HLANOI l ,J J=0.50*SQRTI IF II ,J l*F IJ, l I l /IFNVTU l l*FNVT2 I JI I l 
.. WR i fE-, s~ 2 s li ,-j ,-F-NvriTf>-,-i=Nvi ifJ_>_, ARGÕ(f, J ,-;- ·- - -- - - -- - - -
1 HLANOll,Jl,FII,Jl,FIJ,11 
25 FORMATl/,5X,'1= 1 ,ll,2X,'J=',ll,/,15X, 
1 'FNVT1(1)= 1 ,Fl0.3,4X,'FNVT21J)=',Fl0.3,4X, 
2 //,15X,'ARGOII,Jl=',F7.3,5X, 1 HLAND11,Jl= 1 ,F7.3 
3 // 1 15X,'Fll,JJ=',Fl2.2,5X,'F(J,Il=',Fl2.21 
WRITE15,30J 
30 FORMATl/15X, 1 EPSLN',5X,'0MELII,Jl•,6X,'OMERII,Jl'l 


















CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 2 844 PRDGRAM 1172 
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REGIOES DE INSTABILIDADE ELASTICA DA VIGA 
SI-ENGASTADA A FLEXAO - ENGASTADA A TORCAO 
HL=0.9908416 P= o.oo 
l=l J=l 
FNVTll I l= 77.315 FNVT21JI= 713.684 
ARGOII,Jl= 0.443 HLANDII,Jl: 0.000 
F(I,Jl= o.16 FIJ,Il= O.lq 
EPSLN OMELII,Jl OMERII,Jl 
o.ao 791.0005 791.0005 
0.10 791.0004 791.0005 
0.20 791.0004 791.0005 
0.30 791.0004 791.0006 
I:2 J=2 
FNVTll I ): 309-263 FNVT21Jl= 2854.738 
ARGOII,J): 1.775 HLANDII,J): 0.018 
FII,JI= -35.64 FIJ,Il= -35.64 
EPSLN OMELII,Jl OMERII,Jl 
o.oo 3164.0020 3164.0020 
-- - - -- ------ -0.10 -3164.0001 3164.0039 
0.20 3163.9982 3164.0058 
0.30 3163.9963 3164.0077 
1=2 J=l 
FNVTllII= 309.263 FNVT2(J): 713.684 
ARGO(I,Jl= 0.226 HLAND{l,JJ: 0.000 
F ( I ,_J l: -o. 00 FIJ-,11= 0.14 
EPSLN OMEL(l,JJ OMER( I,JJ 
o.oo 404,4213 404.4213 
0.10 404.4213 404.4213 
0.20 404.4213 404.4213 
0.30 404.4213 404.4213 
I=l J=2 
FNVTl(II= 77.315 FNVT2(JI= 2854.738 
ARGOII,JI= 1.558 HLANDII,Jl= 0.130 
FII ,J)= 412.92 FIJ,Il= -36.50 
EPSLN OMEL ( I, J l OMER( I,Jl 
o.ao 2777.4228 2777.4228 
0.10 2 777. 4097 2777.4359 
0.20 2777.3967 2777.4489 
0.30 2777.3836 2777.4620 
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REGIOES DE INSTABILIDADE ELASTICA DA VIGA 
































EPSLN OMELII,J) OMERII,Jl 
o.oo 3152.2729 3152.2729 
-- 0.10 3152.2709 - 3152.2748 - - -----
1=2 J=l 
I=l J=2 
0.20 3152.2689 3152.2768 












































REGIOES DE INSTABILIDADE ELASTICA DA VIGA 
SI-ENGASTADA A FLEXAO - ENGASTADA A TORCAO 
HL=0.9908416 P= 1.00 
l=l J=l 
FNVT11I)= 52.494 FNVT21Jl= 711.423 
ARGO I I, J ) = o.428 HLAND(I,Jl= 0.000 
FCl,Jl= 0.14 FCJ,ll= 0.14 
EPSLN OMEL<I,Jl OMER(l,Jl 
o.oo 763.9180 763.9180 
0.10 763.9180 763.9181 
0.20 763.9180 763.9181 
0.30 763.9179 763.9182 
1=2 J=2 
FNVTllll= 287.672 FNVT2(Jl= 2852.480 
ARGOII,Jl= 1.761 HLANDII,Jl= 0.020 
FCI,Jl= -37.69 FIJ,Il= -37.69 
EPSLN OMELII,Jl OMERII,Jl 
o.oo 3140.1529 3140.1529 
- ----- ------ ---0.10- -3140.1509 -- 3140.1.550 - -- -- ---- -
0.20 3140.1488 3140.1571 
0.30 3140.1467 3140.1592 
1=2 J=l 
FNVTll l) = 287.672 FNVT2(Jl= 711.423 
ARGDII,JJ= 0.237 HLANDll,Jl= 0.000 
FII,Jl= -o.oo FCJ,Il= 0.15 
EPSLN OMEL(I,Jl OMERCI,Jl 
o.oo 423. 7511 423.7511 
0.10 423.7511 423.7511 
0.20 423.7511 423.7511 
0.30 423.7511 423.7511 
I=l J=2 
FNVTll I) = 52.494 FNVT21Jl= 2852.480 
ARGOll,Jl= 1.570 HLANDII,Jl= 87.463 
Fll,Jl= -227071.62 FIJ,Il= 20178.54 
EPSLN DMELI I,Jl OMERII,Jl 
o.oo 2799.9860 2799.9860 
0.10 2791.2396 2808.7324 
o.zo 2782. 4933 2817.4788 
0.30 2773.7469 2826.2252 
E 












300 400 soo 
' ' 300 400 500 
' ' ' 












p = o 
' ' ' 
2000 3000 5000 !l 
P = O ,5 Kgf 
' ' 
2000 3000 5000 íl 
P = 1 ,O Kgf 
' ' 2000 3000 50 O O !l 
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5.2 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
A partir das curvas resposta obtidas na expe-
riência pelo registrador de niveis, construiu-se os grãficos apresentados ' 
nas figuras ( 5.4 ), ( 5.5 ), ( 5.6 ) e ( 5.7 ), onde se têm as faixas de 
ressonância dos diversos grãficos resposta, para diferentes forças de com -
pressao, como descrito anteriormente. 
Nestes resultados estão incluídas todas as 
ressonâncias obtidas para o sistema constituído pela barra, excitador, con-
tra-mola e suportes. 
De acordo com a calibração jâ descrita ( parª 
grafo 4.2), foi possível eliminar as ressonâncias do conjunto excitador 
contra-mola - suportes dos grâficos resposta do sistema. 
A seguir realizou-se uma comparação entre fai 
xas de frequências ressonantes dos grâficos resposta FIJ e TIJ, de mesma 
série, determinando-se assim as frequências de ressonância torcionais da 
viga, apresentadas na tabe 1 a ( 5. l ) , que também foram exc 1 ui das por nao 
serem necessãrias ã determinação das regiões de instabilidade paramétrica. 
As faixas de ressonância restantes são as fre 
quências res9J'lantes paramétricas da viga, de natureza flexional ( assegura-
da pelo procedimento experimental ), apresentadas nos grãficos das figuras' 
( 5,8 ), ( 5.9 ), ( 5.10) e ( 5.11). 
As regiões de instabilidade elastodinâmica da 
viga, determinadas experimentalmente são mostradas em grâficos E vs. n ( fi 
52 
guras ( 5.12 ), ( 5.13) e ( 5.14) ). Nestes grâficos a frequência de e~ 
citação o ê apresentada em escala logaritmica por coerência com o Controla 
dor Automãtico de Excitação de Vibração. Os valores experimentais do parâ~ 
tro E (função do momento torçor T1, do comprimento da viga L e da 
massa por unidade comprimento m) são calculados no apêndice'IV. 
TABELA 5. 1 -
FREQUÊNCIAS NATURAIS DE TORÇÃO DA VIGA IHzl 
Faixa Pico 
185 - 230 230 
430 - 500 470 
1300 - 1500 1470 
2400 - 2500 2430 
4100 - 4200 4150 
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T 15 T/4 T13 T12 T11 Jl, Hz. F15 F14 F13 F/2 F11 
2 000 -tl'-'--..J-tc=:::it-~..-+--+---1 
1 ! 1 
c::::J\ :='r:='---1-- l ==---__ , __ 
~ •c:Jil~= 
~ 1 c:::::J --
FIG. 5.4 
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T25 T24 T23 T22 T2 1 ll, KHz. F25 F24 F 23 F22 F21 
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CONCLUSDES E SUGESTDES 
6.1 - CONCLUSÕES 
A teoria na qual -se baseou este trabalho é vã-
lida somente para pequenos valores do parâmetro t (O< t << 1 ). Devido âs 
limitações de se realizar experimentalmente um modelo de pequenas proporções 
alguns dos valores de t abordados foram bem maiores que.os cobertos pela 
teoria. 
Além disto, pela aplicação da teoria ã viga u-
sada na experiência determinou-se faixas de ressonância paramêtrica bastan-
te estreitas, sem alargamento com o aumento do parâmetro t. A faixa foi 
extremamente pequena, quase uma linha, de acordo com os grãficos teõricos 
das figuras ( 5.1 ),. ( 5.2) e ( 5.3) determinados pelos programas CCVl e 
RIED1. 
Talvez seja possível obter um alargamento das 
faixas de ressonãncia paramétrica com dimensões de vigas bem maiores, o que 
não era viãvel na época devido ãs limitações experimentais. 
Assim, torna-se difícil comparar os resultados 
teõricos com os experimentais, apesar do que nestes Ültimos se encontrou fai 
xas amplas de regiões de ressonãncia. 
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As medidas do registrador de papel foram fei-
. . . 
tas com potenciômetro linear. Se houvesse disponibilidade de um potenciôme-
tro logaritmico a tarefa de abranger a variação de amplitude do sinal seria 
bastante facilitada. 
Realmente, pela calibração da viga sendo exci 
tada ã flexão ( pãg. 32 ), verifica-se que hã uma flexibilidade dos engas -
tes tornando mais dificil a comparação com as frequências naturais previs -
tas pela teoria ( cãlculo no apêndice VI ). 
Embora teoricamente não haja previsão de alar 
gamento das faixas de ressonância, foi constatado experimentalmente a ocor-
rência deste fenõmeno,podendo ser este atribuido a existência de amorteci -
mento nas experiências, fator este não previsto na teoria. 
Pode-se comprovar pelos grãficos das figuras' 
( 5.12 ), ( 5.13) e ( 5.14) que na terceira ressonãncia paramétrica, a 
700 Hz aproximadamente, o alargamento da faixa de ressonância ocorre a ni -
veis bem mais baixos que na primeira e segunda, em torno de 260 e 370 Hz 
respectivamente. Este comportamento ê compativel com os resultados teõricos 
de BOLOTIN( 7 ) relativos a instabilidade paramêtrica com amortecimento. 
Outro fato que tornou critico o modelo experi 
mental com pequenas dimensões foi a dificuldade em alinhar perfeitamente a 
viga com os suportes, de modo que a força de compressão atuasse no eixo que 
passa pelos centros de gravidade da secção transversal da viga. 
Conforme mostrado nos grãficos das figuras 
( 5.1 ), ( 5.2) e ( 5.3) a teoria prevê um deslocamento das faixas de 
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ressonância paramétrica com a variação da força de compressão axial P. No 
. . 
dispositivo de compressão utilizado não se pode garantir a constância da 
força P. Isto justifica o não deslocamento das faixas de ressonância para-
métrica levantadas experimentalmente quando se varia a força de compressão. 
Outra observação interessante pode ser feita 
nos grãficos das regiões de ressonância paramétrica, determinados experime~ 
talmente e apresentados nas figuras (. 5.12 ) , ( 5.13 ) e ( 5.14 ) . No inter 
valo imposto teoricamente para o parâmetro e, [ O, 0.3 ], encontrou-se sete 
faixas de ressonância para a gama de frequências de 100 a 5000 Hz, enquanto 
que o resultado teõrico, apresentado nos grâficos das figuras ( 5.1 ) ' 
( 5.2) e ( 5.3 ), previu apenas quatro faixas de instabilidade. 
Uma possível explicação para este fato ê que 
a teoria não determina instabilidade relativa ãs combinações de modos fle -
xionais de ordem superior a dois. De acordo com a·equação ( 1.9 ), valores 
elevados de w1r e w2p, correspondentes a modos de ordem superior, podem 
resultar em valores o
0 
relativamente pequenos, dentro da faixa de frequên-
cia pesquisada experimentalmente. 
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6.2 - SUGESTÕES 
Com a existência de uma placa de reaçao seria 
possível realizar a ve"ificação experimental em uma barra de dimensões bem 
maiores, simplificando enormemente o problema do controle da força de exci-
tação, a determinação das deflexões e a realização da experiência dentro 
dos limites impostos pelo modelo matemãtico. 
A determinação de outro material para a viga 
seria interessante, pois foi constatado posteriormente que uma viga de co 
bre traria melhores resultados dentro das limitações de viga de pequenas di 
mensoes. 
O processo Õtico descrito no capítulo III, pa 
rãgrafo 3.3, poderia ser utilizado para calibrar o deslocamento da agulha ' 
do meio da face maior da secção transversal para a borda, durante a medi-
ção com o transdutor de cristal de quartzo. Isto garantiria a mesma sensi-

















LISTA VE SfMBOLOS 
- largura da viga. 
- velocidade propagação das ondas torcionais. 
- rigidez elâstica do transdutor piezo-eletrico 
- capacitância elétrica. 
- diâmetro do disco do transdutor piezo-elerrico. 
diâmetro maior do eixo da viga. 
- constante piezo-eletrica. 
mÕdulo de elasticidade longitudinal da viga. 
- parâmetro relativo ao momento axial harmônico de excitação. 
- força no transdutor piezo-eletrico. 
- força na lâmina de compressão. 
mõdulo de elasticidade transversal da viga. 
- espessura da viga. 
momento de inercia polar da secção transversal da viga. 
momento de inercia principal da secção transversal . da viga em 
relação aos eixos x e y respectivamente. 
k - coeficiente dependente da relação entre os lados da secção trans 
versal da viga. 
K - coeficiente de rigidez do transdutor piezo-eletrico. 
Kc - coeficiente de. acoplamento eletromecânico do transdutor piezo-ele 
tri CO, 
l - comprimento da lâmina do dispositivo de compressao 
t 1, t 2 - distâncias da força aos apoios na lâmina de compressao. 
l' - espessura do transdutor piezo-eletrico. 
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L - comprimento da viga. 
LCR - comprimento critico â ressonância paramétrica. 
m - massa por unidade de comprimento da viga. 
n - ordem dos modos das vibrações torcionais da viga. 
p - ordem dos modos das vibrações flexionais da viga. 
P - força de compressão axial. 
q1r(t), q2p(t) - coordenadas generalizadas associadas aos modos de ordem 
r/p das vibrações flexionais da viga no plano XY / XZ. 
r - ordem dos modos das vibrações flexionais da viga. 
S - ãrea de recepção do transdutor piezo-elêtrico. 
T(t) - momento axial periÕdico de excitação. 
T
0 
- momento axial constante de excitação. 
r1 - amplitude do momento axial periÕdico de excitação. 
V - voltagem do transdutor piezo-elêtrico. 
z1 - impedância elêtrica. 







deflexão estãtica da lâmina de compressao. 
- parãmetro relativo ao momento torçor de excitação. 
constante dielêtrica relativa do transdutor piezo-elêtrico. 
- constante dielêtrica. 
coordenada do deslocamento torcional da viga. 
- ângulo de fase do mÕdulo da impedância. 
- massa especifica do material da viga. 
frequência do momento axial harmônico de excitação. 
- idem acima, parametricamente ressonantes. 
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wlr - frequências naturais das vibrações transversais da viga no 
plano XY. 
w2r - idem acima, no plano XZ. 
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APtNVICE I 
CALIBRAÇÃO VO VISPOSITIVO VE COMPRESSÃO 
A deflexão estãtica ó1 de uma viga unifonne 
bi-apoiada, ver dispositivo de compressão na figura ( 2.3) e na foto ( 6 ) , 
causada pela força F, figura (A.I), ê dada pela expressão ( ver por exem-
plo, ROARK(B) ) : 
p 
6EI 
X ( t 2 - l~ - x2 ) (A.I.1) 
onde os elementos de (A.I.l), mostrados na figura (A.1), valem para o caso 
X 
F 





ll ~X= 43,86mm 
t 2 = 53,98mm 
l 
P' = _l F 
l 
Fig. A. 1 
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l. = 96,84mm 




, sendo b1 = 13,7mm = 
12 
h, = 1 ,2lmm 
I = 2,02mm4 
Substituindo estes valores em (A.I.1) chega-se 
a: 
ô, = O ,87 P (A.I .2) 
onde, 
ô1 ê dado em [mm[ e P em JKgfJ. 
Partindo-se desta expressão construiu-se a ta-
belaA.I.1 
TABELA A. I. 1 -
Jmml P [KgfJ 
. ô, 
o o 
O, 1 0,087 







1 ,5 1,305 
'2 ·º 1,740 
77 
AP!:NVI CE II 
CURVA VE IMPEVÃNCIA VO TRANSVUTOR VE QUARTZO 
O levantamento de impedâncias foi feito com o 
Medi dor de Impedância Veto ri a 1 , marca Hewl 1 e t Packard, mode 1 o 4800A, na fa! 
xa de frequências de interesse. 
A tabela de dados obtidos ( tabela A.II.l)e a 
curva (fig.A.II) são mostrados a seguir: 




1 z1 J JMnl 
llngulo de Fase 
e1 1 graus 1 
50 2,80 - 77 
70 2,15 - 77 
100 1,55 - 77 
158 1 ,04 - 77,5 
200 0,88 - 77 
250 .74 - 78 
276 .68 - 78 
300 .63 - 78 
350 .54 - 79 
400 .49 - 79 
600 • 34 - 80 
800 .26 - 80 
1000 • 21 - 80 
1300 .• 17 - 80,5 
1580 . 14 - 81 
2000 .,,, - 82 
2500 .088 - 82 
3000 .076. - 82 
4000 .058 - 81,5 
4500 .052 - 82 
5000 .047 - 82,5 
























VETERMINAÇÃO VA SENSIBILIVAVE VINÃMICA VO TRANSVUTOR PIEZO-ELrfRICO CLEVITE 
PZT5 - VISCO CERÃMICO 
Dimensões: 
- diâmetro d' = 1 /2" 
- espessura R.' = 1/4" 
Considerando-se a teoria simples de receptores 
piezo-elêtricos, HUETER & BOLT(9 ), e por estar a faixa de frequência utili-
zada nos ensaios, 50 a 5000 Hz, muito abaixo da 1ª ressonância do transdu -
tor ( 13.500 Hz ), tem-se que a sensibilidade dinâmica do mesmo serã: 
onde, 
V 1 K~ -=-
1 + K2 , c 
V - voltagem 
F1 - força 
Kc - coeficiente de acoplamento eletromecânico 














K = Chk l' (A.III.4) 




S = wd 12/4 a ãrea de recepção do transdutor. 
(A.III.5) 
Substituindo-se estes elementos em (A.III.l), 
chega-se a, 
1 V/N 1 (A.III.6) 
Do catãlogo do fabricante do transdutor ( CLE-
VITE) e de BRADFIELD(io), obtem-se: 
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S' = 0,1963 in 2 " 0,0001267 m2 
l' = 1/4" " 0,0635 m; 
1 farad/m ; E = 
109 o 411 • 9 • 
E' = 1300 ; 
chk = Cii = 159 x 10
9 Newtons / m; 
eik = e33 = 15,1 Coulomb/ m
2; 
que substituídos na expressao (A.III.6) resulta em, 
_;!_ = 0,369 Volts/ Newton. 
Fl 
_;!_" 3,62 V/ Kgf 
Fl 
Para a força F em Kgf tem-se: 





CÁLCULO VO PARÃMETRO E 
Para viga bi-engastada ã flexão e engastada ã 
torção tem-se que ( ver LARANGEIRA( 5) ): 
E= 8 i Tj 
m L3 
(A.IV.1) 
A força de excitação F1 ê aplicada na alava~ 
ca ã di s tãnci a d1 = 18mm do centro do eixo circular. 
m = 0,0126 UTM / m, 
L = 0,993 m , 
De posse dos demais dados da viga: 
r1 = 0,018 F1 m.Kgf , 
e substituindo-se em ( A.IV.l ) chega-se a: 
E -2 -] 
~ = 114,727 s . Kgf 
Fl 
Levando-se em conta a sensibilidade do transdy 
tor de força determinada teoricamente no apêndice III tem-se a relação Volta 
. . . 
gem / E 




CÁLCULO VAS FREQUtNCIAS NATURAIS VE VIBRAÇÃO TORCIONAL VA VIGA 
P 1 . . (17) -e a teor, a., ver DEN HARTOG ,. , o angul o de tor-





O 31 G bh3 • 
aT dx =--
ax 
, para b 
h 
dx 1 





Por outro lado, desprezando o empenamento da 
secçao, tem-se que: 
onde, 
~dx = [P IP dx] 
ax 
p - massa especifica 
I - momento de inercia polar, sendo p . 
bh3 I = -- , para secção transversal fina ( b >> h ) 
P 12 
(A.V.3) 
Igualando o termo de inercia de ( A.V.2) com 
o termo restaurador de ( A.V.3) chega-se a: 
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(A.V.4) 
Para uma viga engastada a torção as frequên-
cias naturais de vibração torcional serão: 
w = tn 
2n-l 
4L v 3.72 :~ G p , n=l,2, ••• (A.V.5) 
Substituindo nesta expressão os valores corre~ 
pendentes da viga experimental obtem-se: 
w tn = 171, 11 (2n-l) , n=l,2, ••• (A.V.6) 
Portanto, as frequências naturais torcionais , 
em Hz, serao: 
. w tl = 171 w t9 = 2909 
w = 513 w tlO = 3251 t2 
w = 856 w tll = 3593 t3 
w = 1198 w tl2 = 3936 t4 
w = 1540 w tl3 = 4278 t5 
w = 1882 w tl4 = 4620 t6 
w = 2225 w tl5 = 4962 t7 
w = 2567 w tl6 = 5304 t8 
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APÊNVICE VI 
CÃLCULO VAS FREQUÊNCIAS NATURAIS VE VIBRAÇÕES FLEXIONAIS VA VIGA 
As frequências naturais de vibrações flexio -
nais de uma viga bi-engastada ã flexão são calculadas a partir da expressão 
( ver por exemplo, THOMSON(
12
) ): 
2 wr = (2 r 11) 
Dados da viga: 
Material: aço inoxidãvel 
E= 19,7 x 109 Kgf / m2 
p = 808 UTM / m3 
Dimensões: L = 0,993 m 
b = 0,0120 m 
h = 0,0013 m 
11 = 2,197 x 10-
12 m4 
m = 1,26 x 10-2 UTM / m 
(A.VI.l) 
Substituindo estes valores em ( A.VI.l ) tem-
se: 
2 wr = 73,43 r Hz (A.VI.2) 
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Entãó: 
w, = 73,43 Hz 
1,)2 = 293,7 li 
W3 = 660,8 li 
W4 = 1174,9 li 
W5 = 1835, 7 " 
1,)6 = 2643 ,5 " 
W7: 3598, 1 " 
1,)8 = 4699,5 " 
W9 = 5947,8 " 
w,o = 7343,0 " 
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APtNVICE VII 
CURVA VE k = f (b, h) 
Com a finalidade de facilitar a detenninação 
direta do coeficiente k, dependente da fonna da secção transversal de uma 
viga, de TIMDSHENKD & GDDDIER( 6), construiu-se o grâfico k = f (b, h) da 
figura ( A.VII ), na pãgina seguinte. 
(b/h) 
20 




























F ([) 7f f1) 1l 
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IF ll U" () .J 
IF ll U" D 4J. 
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FDTD a; 
IFfDTCJ 71 
